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AIGOL procedures voor‘het rekenen in dubbele lengte

1. .Inleiding
In de meeste machines worden de reals uit een AIGOL programma voorgesteld in

zg. floating point representatie. Voor een  binaire machine betekent dit dat

de waarde van een real steeds van de vorm

x =mx 2P (1)
is, met
L .
m geheel, |m| < 2" -1 (de mantisse)
P geheel, - pmin < p < pmax (de exponent) . .

Hierin zijn t, pmin, pmax bij de machine behorende positieve getallen; -
t is de mantisselengte, het aantal bits nodig voor de representatie van m.

Voor de EL X8 is t = 40, pmin = pmax = 2047 (= 27 . 1).

]

De getallen van de vorm (1) noemen we machinegetallen. '
Uiteraard is niet ieder reéel (of rationaal) getal een machinegetal. Wel is
er bij ieder re€el getal x een machinegetal x1 dat een beste afronding van x
tot een mé.chi_negeta.l is,

Deze x1 is g&karakteriseerd door
|x-x1| < |x-y| voor alle machinegetallen y.

(Als x precies het gemiddelde van twee opeenvolgende machinegetallen is, dan
is x1 hierdoor niet eenduidig bepaald, vandaar dat we spreken van een beste

afronding. )

Voor het verschil tussen x1 en x (de afrondingsfout) geldt:
A1s 2P*°1 < |x| < 2P*" et p geheel en - pmin < p < pmax, dan voldoed

(voldoen) de beste afronding(en) x1 van x aan
lx— ¥ [ <35 X oP

waaruit volgt dat altijd geldt:

|x-xt] s27% x |x| .
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t +
pmax) en de extreem

t-—pmin«1)

We laten de extreem grote getallen x (met Ix[ > 2
dicht bij nul liggende getallen x (met 0 < |x| <2 verder buiten
beschouwing. Dan is de relatieve afrondingsfout bij afronding van een reéel
getal # O tot een machinegetal dus hoogstens g™t (voor de EL X8 dus

2—40 ~ .9 X 10—12>'

Het exacte resultaat van optelling, aftrekking, vermenigvuldiging of deling
van twee machinegetallen is als regel niet een machinegetal.

Bij uitvoering van een statement als z := x+y moet dus als regel afgerond
worden. We nemen aan dat de machine steeds correct afrondt (bij de EL X8 is

dit zo). Dan is de relatieve fout bij optelling, etc., ook hoogstens 27t

Voor de meeste toepassingen is een relatieve nauwkeurigheid in de elementai-
; -t ;

re operaties (+,-,x,/) van 2 ~ ruimschoots voldoende. Het komt echter voor

dat men een deel van een berekening met grotere relatieve nauwkeurigheid

wenst uit te wvoeren.

Bijvoorbeeld is dit het geval als men een gewenst resultaat alleen kan ver-
krijgen als verschil van twee zeer veel grotere tussenresultaten.
Men kan dan voldoende nauwkeurigheid in het eindresultaat alleen verkrijgen

indien de tussenresultaten met extra nauwkeurigheid berekend zijn.

Het is mogelijk de elementaire operaties met een relatieve nauwkeurigheid
van ongeveer 22t uit te voeren, door een re€el getal te benaderen door een

combinatie van twee machinégetallen, een zg. dubbellengtepaar.

We noemen een paar getallen x1 en x0 een dubbellengtepaar {x1;x0} indien:
a) x1 en x0 zijn machinegetallen,
b) voor alle machinegetallen y geldt

| (x1 +x0) - x1| < |[(x1 +x0) -y| ,

d.w.z. x1 is een beste afronding van (x1+x0) tot machinegetal.
De waarde van het dubbellengtepaar {x1,x0} is per definitie x1 + xO.
(N.b.: Er-wordt niet gedist dat x1 en xO hetzelfde teken hebben!)

Men kan bewijzen dat er bij ieder re&el getal x (dat niet extreem groot is
en niet extreem dicht bij O ligt) een dubbellengtepaar {x1,x0} is zo, dat

|x- (x1+x0)| < 2725 o (x| .



RC 5246 inf 271 = 3

Hieronder volgen procedures voor:

a) het optellen, vermenigvuldigen; delen van machinegetallen x en ¥y met als
resultaat een dubbellengtepaar {z1,z0}: DLA11, DLM11, DLD11;

b) het optellen, vermenigvuldigen, delen van een dubbellengtepaar {xT,xO} en
een machinegetal y met als resultaat een dubbellengtepaar {z1,z0}: DLA21,
DIM21, DID21;

c) het delen van een machinegetal x door een dubbellengtepaar {y1,y0} met

als resultaat een dubbellengtepaar {z1,20}: DID12;

d) het optellen, vermenigvuldigen, delen van dubbellengteparen {x1,x0} en
{71,y0} met als resultaat een dubbellengtepaar {z1,20}: DIA22, DLM22,
DID22,

Bij de procedures ad a) wordt de maximasl bereikbare nauwkeurigheid gehaald
(optelling en vermenigvuldiging zijn exact, bij deling is de relatieve fout

-2t=1

hoogstens 2 ). Bij de procedures ad b), ¢) en d) is de relatieve fout

nooit groter dan enkele malen 2 27,

De procedures zijn geheel in ALGOL geschreven. Zij functioneren correct in .
elke machine die bij optelling en vermenigvuldiging van machinegetallen
steeds een beste afronding aflevert (bij een andere mantisselengte dan 40
moet de factor 1048577 in de procedures DIM en DLD vervangen worden door

2® + 1 met s=((t+1) +2).

De tijd nodig voor de uitvoering van een procedure aanroep ligt tussen
1 milliseconde (DLA11) en 2.5 milliseconde (DLD22).
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2. Gebruiksaanwijzing

procedure DLA11(x,y,21,20); ' {21,20} = % + y;

procedure DLM11(x;y,z1,zO); {z1,20} = x x ¥;

procedure DID11(x,y,z1,20); ' {z1,20} := x/y;

srocedure DLA21(x1,x0,y,21,20); {21,20} := {x1,x0} + ¥
procedure DIM21(x1,x0,y,21,20); {z1,20} := {x1,x0} x y;
orocedure DLD21(x1,x0,y,z1,20); {z1,20} :; {x1,x0} /¥7; -
procedure DID12(x,¥y1,y0,21,20); {z1,20} := x/ {y1,y0};
procedure DLA22(x1,x0,y1,y0,21,20); {z1,20} := {x1,x0} + {y1,y0};
procedure DIM22(x1,x0,y1,¥0,21,20); {z1,20} := {x1,x0} x {y1,y0};
procedure DID22(x1,x0,¥y1,y0,21,20); {z1,20} := {x1,x0} / {¥1,¥0};

Alle formele parameters zijn real gespecificeerd.

Alle formele parameters behalve z1 en z0 worden by value aangeroepen.

Het is toegestaan dat de: actuele parameter voor zﬁ of 20 dezelfde is als
~een van de overige actuele parameters.

Het is noodzakelijk dat de paren x1,x0 en y1,y0 dubbellengteparen zijn.
Het afgeleverde paar z1,z0 is een dubbellengtepaar.

Zonodig kan van een paar x1,x0 een dubbellengtepaar gemaakt worden (met
waarde x1 +x0) door de aanroep: DLA11(x1,x0,x1,%0).

Een paar x1,x0 met x0O = O vormt altijd een dubbellengtepaar.

3. ALGOL-tekst
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Yalue X, ¥y IBal x, ¥, 20, z1}

begin real z;

zli= 2z :=x + y; 20:= 1f abs(x) > abs(y) then x -~z + y else y - z + x

begin real ul, w0, z;

ul:=x1 + y;
u0:= if abs(x1) > abs(y) then x1 - ul + y + x0 else y = ul + x1 + x0;
zl:=2z :=ul + u0; z0:=ul - z + w0

end DLA21;

-

value x1, x0, y1, y0; real x1, x0, y1, y0, z1, z0;

begin real z, u0, ul, v0, vi;

ul :=x1 + yil;

w0 := if abs(x1) > abs(yl) then x1 = ul + y1 else yl - ul + x1; —

Lf u0 = O then
begin u0 := x0 + y0; vl :=1ul + ul;
vO :=ul = vl + u0 +

(1f abs(x0) > abs(y0) then x0 - u0 + yO else yO - u0 + x0);

zl 1= 2 :=vl + v0; 20 :=vl =z + vO
end else
begin u0 :=u0 + x0 + y0; z1 :=12 :=ul + u0; z0 :=ul =z + ud end

i & =QWy =0 Zhes 21 3= 20 4= 0 alas

begin real x1, y1, z;

zl =2 y=% X ¥;

x1 := 104B5TT X x;3 %1 :=x = x1 + x1; x :=x = x1;
yl := 10485TT X y; ¥yl =y =yl + ¥yl ¥y 1=y =¥1;
z0 :=x1 X yl -z-'i-xixy+xxy1+xxy

end DIM11;
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value x1, x0, y; real x1, x0, y, zl, z0;

if x1 =0 Vy =0 then z1 :=120 :=0 else

begin real ul, w0, x, 2z;

ul :=:x1 X y3 w0 = x0 X ¥y}

]

x := 1048577 x x1; x :=x1 = x + x; x| := x1 - x3

z :

10UB5TT X y3 2 t=y -2+ 2; ¥ i=¥ - Zj
wl = x Xz -ul + xXy+xl Xz+xlXy+ul;
zl :=2 :=ul + uw0; 20 :=ul =z + ud

end DLM21;

if x1 =0 VvV yl. =0 then 21 := 20 :=0 else

begin real ul, w0, z;

ul :=x1 X yl; u0 :=x1 X y0 + x0 X y1;
x0 := 1048577 x x1; x0 := x1 = x0 + x0; x1 :=x1 = x0;
yO := 1048577 X y1; y0 :=yl —y0 + y0; y1 :=yl - yO;
U0 :=x0 X y0 —ul + x0 Xyl + x1 X y0 + x1 X yl + u0;
zl :=2 :=ul + u0; 20 :=ul -z + uwd

end DLM22;

—— -

ify =0 then begin 21 := x/y; 20 := 0 end else
if x =0 then 21 := 20 := 0 else
begin reel ul, u0, vi, VO, z;
zl := 2 1= X/y;
ul =2 Xy;

w0 := 1048577 X z; w0 :=2z —u0 + ud; z := z - uo;
vl 1= 1048STT X y; vl =y = v + vl; vO :=y - vi;
w0 :=u0 X vl =ul + u0 X vO + vl X z + vO X. 2;

z0 1= (x - ul - u0)fy

end DLD11;
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iy = O then begin z1 :=x1/y; 20 := 0 end else
if x1 =0 then 21 :=20 := 0 else
begin real ul, w0, vi, v0, z, u;
ul :=2z :=x1/y;
u =z Xy; ’
w := 1048577 X z; w0 :=2 - w0 + u0; z := z - ud;

T0L8STT X y; vl t=y = vl + v1; vO 1=y = vi;

v
WO :=u0 X vl —u+u0 X v0 + vl X z + vO X 2}
u0 + x0)/y;

zl =2z :=ul + uld; z0 :=1ul =z + wo
end DLD21;

u0 := (x1 = u

1f y1 = 0 then begin 21 := x/y1; 20 := O end else
1f x = 0 then zl := 20 := 0 else
begin real ul, u0, vi, v0, z, u;
ul :=2 1= x/y1;
u:=zXxXyl;
u0 := 1048577 X z; W0 :=2 = w0 + u0; z := 2z - ud;
vl 2= 1048577 X y1; v1 =yl = vl + v1; vO :=yl = vi;
wo :1=uw0 X vl =u+ud X v0+ vl Xz + v0 X z;

w := (x —u - w0 - y0 x ul)/fyl;

z1 :=2 :=ul + u0; 20 :=ul -z + uo

end DLD12;

procedure DLD22(x1, x0, y1, y0, z1, 20);

value x1, x0, y1, y0; real x1, x0, y1, y0, z1, z0;

if y1 =0 then begin 21 :=x1 /yl; 20 := 0 end else
if x1 = 0 then 2zl :=20 := 0 else
begin real ul, w0, vi, vO, z, u;
ul :=z := x1/yl;
u = 2 X yl;
u0 := 1048577 x 2z; w0 :=2 = u0 + u0; z :=z = ud;

vl := 1048577 x y1; vl :=y1 = vl + vl; vO :=yl = vi;
w0 :=u0 X vl =u+uw X v0 + vl X z2 + vO X z;

w0 := (x1 - u -u0 + x0 - yO X ul)/fyl;

zl :=2 :=ul + ul; 2z0 :=ul =z + w0

end DLD22;
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—> DLA22 {z1,20} :
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4. Nauwkeurigheid

DLA1 {z‘l,zO} =x -ty

DLA21 {z‘l,zO} H {x‘l,xO} +y

{x1,x0} + {y1,y0}

—> DLM11 {z‘l,zO} = XXy

DIM21 {z1,z0} :

{x1,x0} x y

~—> DIM22 {z1,20} := {x1,x0} x {y1,y0}

DID11 {21,20} =x/y

DID21 {21,20} := {x1,x0}/y

]

DILD12 {21,20} := x/ {y1,50}

——> D22 {z1,20} := {x1,x0}/ {y1,y0}

add 2 },
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"|fout| = 3 x =2t

inf 21 - 8

exact
|fout| < 2 x 272% |x1 + %0 +y]
x |x1+x0 +y1 +y0|

exact

|fout| <3 x 272%

X

|x1 +x0] x [y]

|fout| < 7x 272% x [x1+x0| x |y1+y0|

|fout| <& x 272°

X

1=/ 3]
]foutl <4 x 2-2t X Ix‘i +x0]/|y[
lfout[ s Tx 2 lxl/ly1 +yO|

|fout| < 12 x 272% & [x1 +x0]| / |y1 +y0|
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